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Chap 10 : Développements limités

I. Approximation affine

On sait déja que si f est une fonction définie et dérivable sur I alors pour tout nombre a de I on
a Papproximation, pour h « petit » : f(a+ h) =~ f(a) + f'(a)h.
Une autre fagon de le dire : la tangente en a a la courbe représentative de f est assez proche de la
courbe autour du point a.
On a ainsi approché f(a + h) par un polynome de degré 1 en h.
On dit qu’on a un développement limité de f a l'ordre 1 en a .

Le but de ce chapitre est d’approcher f(a + h) par des polynomes de degré 2, 3, ... n afin
d’augmenter la précision de I’approximation. (A priori plus n est grand plus l'approximation est
fine.)

II. Inégalités de Taylor

Propriété 1 : Soit f une fonction définie et deux fois dérivable sur I telle que pour tout x de I on
ait | f"(x)] < M alors pour tout a et z de I on a

1)~ J(@) — (=) (@) < MO
On a également :

Propriété 2 : Soit f une fonction définie et trois fois dérivable sur I telle que pour tout x de I on
ait | f"'(z)| < M alors pour tout a et x de I on a

B (x —a)?

Ces inégalités s’appellent inégalités de Taylor a l'ordre 2, 3 et en fait des propriétés de ce type
existent pour n’importe quel nombre de dérivations de f.

Application : Prenons la fonction f(x) =e® sur [ = [—1;1] et a = 0.
Ona f'(x) =¢", f"(z) =¢€", ... Ainsi f'(0) = 1,et sur I on a |f"(x)| < 3 ainsi pour

tout z de I on a |f(x) — f(0) —xf'(0)] <3 %2 puis (@) = J(0) = 2/ (0) <32
o donc iy L2 = 10 =270

x 2
x
xe(x) avec lir% e(z) = 0. Clest- a~dire e = 1 + = + ze(x) avec lime(x) = 0.

= 0 qu’on peut réécrire f(x) = f(0)+xf'(0) +
z—0

C’est le développement limité de e* a 'ordre 1 en 0.
On a de méme pour tout x de I |f"(x)| < 3 et donc pour tout x de I :
2 3
f(@) = £(0) = 2f'(0) - %f”(O)‘ < 3 % ou encore f() = f(0) + xf'(0) +

2
%f”(o) + 2%e(x) avec liH(l) e(z) = 0.
2

e =142+ % + 2%¢(x) avec lirr(l) e(z) = 0 est le développement limité de e* a
r—

I'ordre 2 en 0.
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III. Développements limités

Définition 1 : On dit que f admet un développement limité a 'ordre n en 0 s’il existe des nombres
ag, a, . . .a, tels que

f(z) = ag + a17 + agx® + - - - a,z™ + 2"ex avec lime(x) = 0.

z—0

Propriété 3 : Si f admet ag + a;x + ze(x) comme développement limité & l'ordre 1 en 0 alors
f(0) = ag, f est dérivable en 0 et f'(0) = ay.
L’intérét est dans ce cas de ne pas calculer la dérivée mais d’obtenir f'(0) malgré

tout.

1) Fonctions usuelles

On a les développements limités a ’ordre n en 0 suivants :

2 3 n
Eﬁx=1+£+i+%+~~+x—'+x”€(:ﬁ) avec lir%g(x):O]

11 2 3 z—
2 28 L
In(l+z)=0——+——--+(=1)"""— +2"(x) avec lime(x)=0.
2 3 n z—0
Pour tout « :
—1 —D@—-2)--(a—n+1
[(1 +2)*=1+ax+ % R ala = (o )‘ (a=n+1) 2" 4+ x"e(z) avec liII(l) e(z) = 0]
. n: T—
et notamment pour a = —1 :

1
[— =l—a+2°—2°+ -+ (=1)"2" + 2"(z) avec lime(x) = O.’

1+2z z—0
e x3 x° 2+l
Ein(x) =7 30 + R + (—1)7’7(2]9 Y + 2t e(z)  avec }313(1)5(95) = OJ
2 4 2p
{cos(x) =1 % + % — et (—1)7’(;)' + prg(x) avec glﬁlf(l)g(gc) = ()J

2) Regles de calcul

Propriété 4 : Soient f et g deux fonctions admettant un développement limité a I'ordre n en 0 alors

e [+ g admet un développement limité a l'ordre n en 0 en faisant la somme de

celui de f et de celui deg,
e f x g admet un développement limité a l'ordre n en 0 en faisant le produit de

celui de f et de celui de g et en supprimant les termes de trop haut degré.
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