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'Les Polynomes

I. Triné6me du second degré

Définition 1: Un trindme du second degré est une expression de la forme ax’ +bx+c, avec a # 0.

Exemple: x°, —2x*+x-1, 10000x*—30000x ...

Nous allons déterminer une technique pour résoudre toutes les équations du type  ax*+ bx+c =0,
avec a # 0, appelées équations du second degré.

1) Forme canonique du trindme

.. PPN A 5 b\* b?-4ac
Proposition - Définition Pour tout trindbmeona: ax“+bx+c=a -——

X+—
2a 4a?
Une telle écriture (ol les x n"apparaissent qu'une seule fois) s’appelle

la forme canonique du trinéme.

Aquoicasert?: Cette écriture permet dans tous les cas de résoudre I'équation ax® + bx + ¢ = 0, il faut
la factoriser a 'aide de I'identité remarquable a” — b? puis, si cette factorisation est possible, dire qu'un
«produit de facteurs est nul si et seulement si'un des facteurs est nul » et enfin conclure.

Exemple: laforme canonique de 2x* —4x — 6 est 2((x— 1% - 4) donc
'équation 2x* —4x—6 =0 peut se réécrire ~ 2((x—1)*-4) =0
2((x-1*-2%)=0
2x-1-2)(x-1+2)=0
2x-3)(x+1)=0.
Un produit de facteurs est nul si et seulement si'un des facteurs est nul donc:

soitx—3=0 soitx+1=0
et les solutions sontdonc x=3etx=-1.

2) Résolution de I'équation ax’+bx+c=0, avecanonnul

Définition2: On appelle racine (ou zéro) du trindme ax® + bx + ¢ toute solution de ax* + bx + ¢ = 0.
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Proposition 1: « est une racine de ax® + bx + ¢ si et seulement si on peut factoriser ax® + bx + ¢ par
(x — @) C'est-a-dire sietseulementsi ax*+bx+c=(x—a)(..).

Définition 3: Soit P(x) = ax® + bx + ¢, on appelle discriminant de P,le nombre
A = b* - 4ac.

Théoreme 1: Soit S 'ensemble des solutions de ax® + bx + ¢ =0.
SiA<0: S=g,cest-a-dire que I’équation n’a pas de solution sur R.

SiA=0: s:{_ﬁ}.
2a
SiA>0: s:{_b_‘/z; _b“/z}.

2a 2a

Exemple: Résoudre les équations suivantes :
o X*-3x+2=0,
o 2x*+4x+2=0,
e —3x*+2x-2=0.

Proposition 2: Siun trindme a deux racines x; et x, on peut le factoriseren a(x — x;)(x — x2).

3) Signe du trindme

Dans chacun des trois cas pour A on peut déterminer le signe du trindbme en fonction de x.

e N\
Théoreme 2: De la forme canonique du trind6me, on déduit :
SiA<0: ax®+bx+c esttoujoursdusigne de a.

b
SiA=0: ax*+bx+c esttoujoursdusigne de a sauf pour x = ~a (il est alors nul).

SiA>0: ax*+bx+c est:

« dusigne de a al'extérieur des racines.

e dusigne de —a alintérieur des racines.
Ce qui donne sous forme de tableau

X —00 X1 X2 +00

ax*+bx+c signe de a (t) signe de —a (t) signe de a

- v

Page 2/5




Année 2007-2008 19 TIE]

N
Remarque: Dans la pratique on peut retrouver ces résultats en factorisant le trindme.
Par exemple pour le signe de x* —3x+2 : on connait ses racines qui sont 1 et 2 donc grice a
la proposition 2 on sait qu'on peut factoriser ce trindme en X -3x+2=(x-1)(x-2) puis
un tableau de signes nous donne::

X —00 1 2 +00
(x-1) - ) + +
(x—2) - - +
x2—3x+2 + ) - ) +

4) Interprétation géométrique

R — R

x — ax*+bx+c ’

On appelle € sa courbe représentative dans un repere orthonormeé.
On peut retrouver les résultats des théoremes précédents sur €:

On consideére la fonction f : {

y
Cr Cr
: HA<0
+ > () + a>0
+\ a>o0 +
L | I L | | x L | | | | | x
I T O I T T I T O T T T T
y y
L | I x L | | x L | | | | | x
T I T O T T T T

—— | —
[/A>0
| a<0

€r a<0 6
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II. Polynomes

1) Définition

Définition 4: Un polynome est une fonction delaforme P:x— apx"+an,_1x" '+ + a1 x+ ao.

oua,a, ... a, sontdes nombres réels et ol 7 est un entier naturel.

Exemple: f(x)=x*-2x+1, gx)=-2+5x-3x, h(x)=21..

Vocabulaire: Lesnombresréelsay, a, ..., a, s'appellentles coefficients du polynéme P.
Onlit a «indice» 0, a «indice» 1,..., a «indice» n.
Le nombre a,x? s’appellele terme de degré p du polynéme P.
Le nombre ayx° = ay s'appellele terme constant du polynéme P.

2) Egalité de polynomes

Définition5: Le degré de P estla plus grande puissance de x dans P.

Théoreme 3: On al’équivalence suivante entre deux polynémes P et Q :

B degP =degQ
P=Q= { les coefficients de P et Q sont identiques.

A quoigasert?: Cethéoréme est fondamental pour factoriser un polynoéme.

Proposition 3: Un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.
Plus précisément, pour tout x réel on a :
Px)=apxp,+ap1xp1+-+a1x+ap=0<ay=0,a,=0,...,a,=0.

3) Factorisation

Définition 6 : Soit P un polyndme de degré n > 1.
On appelle racine (ou zéro) de P tout nombre a tel que P(a) = 0.
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Théoreme4: aestracinede P <= P(x)=(x—-a)(...... ).

on dit que P est factorisable par (x — a).

Remarque:

Pour le degré 2 on retrouve la proposition 1.

On peut en déduire une technique pour complétement factoriser un polynoéme :

Remarque:

Exemple :

La méthode par identification des coefficients

c’est la méthode utilisée par la proposition 2.

Pour factoriser le polynéme P(x) = x> + x* — 4x — 4 il faut connaitre au moins une racine.
Pour cela on calcule quelques valeurs, par exemple P(0), P(1) et P(—1).

Une fois qu’on a une racine, ici —1, on peut écrire P(x) = (x +1)(...... )

et(...... ) est forcément un polynome de degré 2. On peut I'écrire ax® + bx + c.

En développant (x + 1)(ax* + bx + ¢) on doit retrouver les coefficients de P.

Ona x*+x%—4x—4=x+1D@x*+bx+c)=ax’+@+b)x*+(b+c)x+c etainsi

l=a a=1
l=a+b b=0 .
debre TN —4—0+c etdonc a=1,b=0etc=-4 puis
—4=c c=-4

B+x’—dx—4=(x+1)(x*-4).

On refait la méme chose pour x> — 4 en utilisant la proposition 2: A = 0+ 4 x 4 = 16 et les
0- 0+4
racines de x> — 4 sont donc — = —2et — = 2,puis  x*—4=(x-2)(x+2).

(on aurait pu le voir tout de suite avec I'identité remarquable a* — b*.)
On a ainsi la factorisation complete de P(x) :

B+xP—dx—4=(x+Dx+2)(x-2).
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