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- Opérations sur les fonctions |

I. Vocabulaire

1) Courbe d’une fonction

oy
Définition 1: Soit f une fonction définie sur un ensemble . /\

On appelle courbe représentative de f, 'ensemble \ M

des points M de coordonnées (x ; f(x)), pour tous  f(X) - \/
les x dans 9. l

On la note souvent €. l

X
L 2y y

2) Restriction d’une fonction

Définition 2: Soit f une fonction définie sur un ensemble ¢ et soit I un intervalle de R inclu dans 2.
La restrictionde f a I estlafonction g définie sur I par f(x) = g(x).

Remarque : Attention les fonctions f et g sont différentes mais dans la pratique on ne fera pas forcé-
ment la distinction. On parlera ainsi de la fonction carré sur [-2;2] par exemple.

3) Parité
p
PP . P . —X) [ &)
Définition 3: Soit f une fonction définie sur un intervalle E—---1--=—
centré I (|-1;1[;[-3;3]...). : :
On dit que f estune fonction paire si | |
pour tous x de I : f(=x) = f(x). | :
| |
—Ix 0 )IC
J
4 A
Définition 4 : Soit f une fonction définie sur un intervalle
centré I . ) ____/
On dit que f estune fonction impaire si -X :
pour tous x de I : f=x)==f). : 0) X
Hoertex
AN J
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II. Comparaison de deux fonctions

1) Egalité de deux fonctions

Définition 5: Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur Z¢ et g.

_ D =Dg
f=8 (:){ Vx ey, f(x) = gx).

2) Notation: f < g

Définition 6: Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur Z¢ et Y.
Soit I un intervalle inclu dans 9 et 2.

f<gsurl<=Vxel, f(x) < gl).

Remarque: On définitde maniere analogue f<gsurl, f>gsurl etf>gsurl.

Représentation graphique: @
Soit € et € les courbes respectives de deux fonctions f et g. \g
gL -===
|

f < gsurl < €y estendessous de 6y sur I. !
fOf--+—"]
I

Les solutions de I'’équation f(x) = g(x) sontles abscisses des points I
d’intersections des courbes € et €. X

Définition7: Ondit que f est positive sur P etonnote [ >0 sipour tout x de D¢, f(x) > 0.

Interprétation graphique :
La courbe représentative de la restriction de f a I est située au dessus de I’axe des abscisses.

Remarque: On définit de maniere analogue f<Osurl, f>O0surl etf>0surl.
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Définition8: On dit qu'une fonction f est bornée sur un intervalle I (inclu dans 9y) s'il existe deux

nombres met MtelsqueVxel, m< f(x) <M.

Remarque: « SiVxel, f(x) <M, onditque f est majorée sur I.
e SiVxel,m< f(x),onditque f est minorée sur I .
» Si f estalafois majorée et minorée sur I, elle est bornée sur I.

III. Opérations sur les fonctions

1) Somme

Définition 9: Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur 2 et Y.

La fonction [+ g estlafonction définie sur 2y N9, par
VX€E2rNDg, (f+8)x)=f(x)+gx).

2) Multiplication par un réel

Définition 10 :  Soit f une fonction définie sur Z¢ et a € R.

La fonction «f estla fonction définie sur & par
VxePyr, (af)(x)=axf(x).

3) Produit

Définition 11: Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur 2 et Zg.

La fonction [xg estlafonction définie sur 2y NP, par
VXe€DrnDg, (fxg)(x)=f(x)xg(x).
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4) Quotient

N
Définition 12:  Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur 2 et Zg.
La fonction é est la fonction définie sur 2 N @; par
f fx)
— @) ==
g 8(x)
avec @; I'ensemble des x de &, pour lesquels g(x) # 0.
_/

. Lo 1 .
Remarque: On définitla fonction inverse — de maniere analogue.

f

5) Composition

Définition 13 : Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur 25 et Y, et telles que pour tout
xde g : g(x) €Dy.
La fonction fog estlafonction définie sur @4 par (fog)(x) = f(g(x)).
Elle selit f « rond » g.

Exemple: Prenons f définie sur R™ par f(x) = vx et g définie sur R par g(x) = x*+1 . On a bien
g(x) € D¢ pour tout x car g(x) > 1.

On peut donc définir fog surRpar (fog)(x) =V x2+1 .

Remarque: Il faut faire bien attention aux ensembles de définitionde f, get fog.

Engénéral, fog#gof.

Exemple: Avec notre exemple précédent:

(gof)x) = (\/})2 +1=x+1alors que (fog)(x) = Vx%+1 etde plus fog est défini sur R
alors que go f est quant a lui défini sur R*.

IV. Sens de variation d’'une fonction

1) Définition

Définition 14 :  Soit f une fonction définie sur Z¢ et I c D¢.
Si, pour tout réels x; et x, de I tels que x; < x»,

e f(x1) < f(x), alors f est croissante sur I.
e f(x1) > f(xp), alors f est décroissante sur I.
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Définition 15: Une fonction définie sur I est monotone sur I si elle est croissante sur I ou si elle est
décroissante sur I.

Minimum - Maximum :

f(a) est l_e maximum de f sur I lorsque pour tout x de I, f(x) < f(a)
e Mestun majorant de f sur I lorsque pour tout x de I, f(x) < M.
f(b) est l_e minimum de f sur I lorsque pour tout x de I, f(x) > f(b)
» mestun minorant de f sur I lorsque pour tout x de I, f(x) > m.

Remarque: Le maximum est un certain f(x) alors qu'un majorant pas forcément.

2) Monotonie et Opérations

Théoreme 1: Soit f monotone sur I et soit @ € R.
Alors la fonction a f est monotone sur I et plus précisément :
e Sia>0, alors fetaf sontde méme monotonie.
e Sia<0, alors f etaf sontde monotonie différente.

— démonstration

Théoreme 2: Soient f et g deux fonctions qui sont de méme monotonie sur .
Alors la fonction f + g est monotone sur I et plus précisément :
« Si f et g sont croissantes, alors f + g est croissante.
« Si f et g sontdécroissantes, alors f + g est décroissante.

— démonstration

Théoreme 3: Soient g et f deux fonctions définies sur I et J qui gardent la méme monotonie (avec
pour tout x de I, g(x) € /).
Alors la fonction fo g est monotone sur [ :
« Si f et g sont de méme monotonie, alors f o g est croissante.
« Si f et g sont de monotonie différentes, alors f o g est décroissante.

— démonstration

Remarque: Cecine marche que pour la composition fo g et non pour le produit fxg.
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